Loi de réciprocité quadratique

Références :
Un max de maths, Maxime Zavidovique

Théo. Soit p,l deux nombres premiers distincts différents de 2
p) l (p-1)(1-1)
il — ) =(-1 4
(l <p> =)

1 st x est un carré dans F;

(:v): 0 six =0
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Lemme. Soit = € [}, x est un carré de I} si et seulement si x 72 = 1. De

plus, (%) = x%[p] et (%) = (%) (%) pour x,y € Z.

Démonstration. e Montrons que
{z €, : 2 est un carré de Fy} = {2 € F} 2T = 1}.

Soit 2 = y* avec y € ;. On a alors

Ainsi, on a
/ p-1
{reF,:rvestuncarré de Fy} C{z eF, :z 2z =1}
On sait aussi que

_ —1
reF a7 =1} <P~

A p—1 — . .
car le polynome X 2 admet au plus % racines. Montrons maintenant

que

-1
{z € F : 2 est un carré de F, }| = pT

On définit 'application

¢:F: — F

$i—>$2

On a donc que Im(¢) = {z € F; : xestuncarrédelF;} et
Ker(¢) = {£1}. On obtient donc |Im(¢)| = K'if?('(ﬁ) =

p—1

T

e Montrons que (5) =z"z [p]
> Siz=0, (1) =0et 07 =0[p].
» Six € Z\{0} est un carré de ;.

BR

» Six € Z\{0} n'est pas un carré de Iy

On a, d’apres le théoréme de Fermat zP~!' = 1[p]. On a donc,
comme z n’est pas un carré, 'z = —1[p].
On a
Ty p1
=) = (@)=
(%) = @
p=l p-1
= x2y? [p]

- ()G
On sait que (%) , (g) , (%) € {—1,0,1}. Donc comme p > 2,

(@)=

]

Démonstration. Soit 2 une cloture algébrique de F,. Soit w € Q tel que
l
w' = 1.
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Soit ¥y = > ser, (%) w” Pour u # 0, posons s = 1 —ut™! € F)\{1}
Montrons que cette somme est bien définie. Supposons que m = n[l]. Alors,
[ln —m et on a donc W™ ™ = 1. Ainsi, w" = w™.

Donc y est bien défini. c, = Z <f)
Calculons 2. senqiy L
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Lemme (%,2)€(F;)?

B u t(u —t) car le nombre de carré de Iy est égal a p%l et il est donc égal aux nombre
—~ — w 5 l d’éléments de F, qui ne sont pas des carrés. Par définition du symbole de
— u

e l : Legendre, la somme est donc nulle.

_ L (t(u - t)) Pour u= 0, on a ¢, = Yiep: (%) =1[-1.

ik, i [ On obtient donc

(-DF Y = Y wa,

u€l;

=1\ [\ (1 —ut™!
S osey () () (Y Sy
uel;,  teFF — , uely
=(-1)"72 =1 — |- Z W
UGFZ
_ wh—1
Ainsi, N w—1
=1
-1 u 1 —ut™t Qi
(—1)Fy? = Z w Z ( l ) Ainsi,
u€l; telfy -1
—eu y?=(—1)=z L
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Montrons que y?~! =

yp

Ainsi, on obtient

(-3 (v
Comme y? # 0, on a y?~1 = (%)
@) - v
p=1

(=1)=1) p1
2
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Ainsi,

(=1)

Lecons possibles : 120 - 121 - 123




